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Topološka kvantizacija prevodnosti v Josephsonovem stiku z Rashbovo
interakcijo
Izvleček
V magistrskem delu je obravnavana kvantizacija prevodnosti v 4-terminalnem Joseph-
sonovem stiku v prisotnosti Rashbove interakcije. Najprej je predstavljen Bogoljubov-
de Gennesov formalizem za običajni superprevodnik. Podrobneje so predstavljene
lastne energije in lastna stanja v enodimenzionalnem superprevodniku. Zapisan
je problem sipanja med normalnim in superprevodnim materialom, razložena pa
sta tudi odboj in vezana stanja Andrejeva. Nato so predstavljeni Josephsonov tok,
povezava med Chernovim številom in prevodnostjo ter korespondenca med superpre-
vodnimi fazami in kristalnim momentom iz fizike trdne snovi. Razložena je topološka
klasifikacija v sistemih z dodatno simetrijo oz. v sistemih z anomalnimi parametri.
Obravnavan je 4-terminalni Josephsonov stik v odsotnosti oz. prisotnosti Rashbove
interakcije v osrednjem sipalnem območju, pri čemer je narejen numeričen izračun
energijskih pasov vezanih stanj Andrejeva in pripadajočih Berryjevih ukrivljenosti,
od tod pa sta izračunana še Chernovo število in kvantizirana prevodnost. Izkaže se,
da Rashbova interakcija lahko topološko trivialne sisteme naredi netrivialne, izkaže
pa se tudi, da se opažene simetrije vsote Chernovih števil valenčnih oz. prevodnih
pasov v obravnavanem prostoru parametrov, tj. kontrolne superprevodne faze in
Rashbove faze, razlikujejo od simetrij v 5-terminalnem Josephsonovem stiku, saj je
vsota Chernovih števil soda funkcija Rashbove faze.
Ključne besede: Bogoljubov-de Gennesov formalizem, odboj Andrejeva, vezana
stanja Andrejeva, Josephsonov tok, kvantizacija prevodnosti, Chernovo število, to-
pološka klasifikacija, Aharonov-Casherjev pojav, Rashbova interakcija

Topological quantization of the transconductance in a Josephson
junction with the Rashba interaction
Abstract
The Master’s theses presents the quantization of the transconductance in a 4-terminal
Josephson junction in presence of the Rashba interaction. The Bogoliubov-de Gennes
formalism for a conventional superconductor is introduced. Superconductor’s eigen-
states and energies are derived step by step. Solution to the scattering problem
between a normal and a superconducting material is written and the Andreev re-
flection and Andreev bound states are discussed. Then, the Josephson current,
the relation between the Chern number and the transconductance and the corre-
spondence between superconducting phases and the crystal momentum in the solid
state physics are presented. Topological classification in systems with an additional
symmetry or with anomalous parameters is explained. A 4-terminal Josephson
junction is analyzed in absence and in presence of the Rashba interaction added
in the central scattering region. Energy bands of Andreev bound states and their
Berry curvatures are numerically calculated from where the Chern number and the
quantised transconductance are obtained and emphasized upon. It turns out that
the Rashba interaction may convert topologically trivial systems into topologically
nontrivial ones. Also, the obtained symmetries of Chern numbers in the considered
parameter space, ie. a superconducting phase and a Rashba phase, differ from the
symmetries in a 5-terminal Josephson junction since the Chern number is an even
function of the Rashba phase.
Keywords: Bogoliubov-de Gennes formalism, Andreev reflection, Andreev bound
states, Josephson current, quantised transconductance, Chern number, topological
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8.2 Energijski spekter in Weylove točke . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 42
8.2.1 Zgled . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 42
8.3 Berryjeva ukrivljenost in Chernovo število . . . . . . . . . . . . . . . 43
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Fizika topoloških materialov je v zadnjih dveh desetletjih na svoje področje privabila
mnogo raziskovalcev, tako teoretičnih kot tudi eksperimentalnih fizikov. Topološki
materiali imajo številne zanimive in edinstvene transportne lastnosti, kot so npr.
kiralna robna stanja v Chernovih izolatorjih, helična robna stanja v Z2 topoloških
izolatorjih in Majoranova stanja z ničelno lastno energijo (ang. Majorana zero modes)
v 1D in 2D topoloških superprevodnikih [1–5]. Vendar pa so materiali omejeni na
dimenzije ≤ 3, hkrati pa jih je pogosto tudi težko prilagoditi na način, da bi ustrezali
želenim topološkim lastnostim in bili aplikativni tudi v sodobnih tehnologijah, kot
sta spintronika [6–8] in kvantno računalnǐstvo [9].
V zadnjih letih se odpira področje novodobnih superprevodnih sistemov s to-
pološkimi lastnostmi v vǐsjih dimenzijah n−1, ki se jih lahko realizira v n-terminalnih
Josephsonovih stikih z n − 1 neodvisnimi superprevodnimi fazami [10, 11]. Tako
lahko za n ≥ 4 spekter vezanih stanj Andrejeva v osrednjem sipalnem območju
zagotovi medsebojni stik med energijskimi pasovi, tak stik pa odraža topološki
fazni prehod. Ker ob topološkem faznem prehodu Hamiltonov operator v okolici
stika energijskih pasov predstavlja Hamiltonov operator Weylovih fermionov, znan
iz fizike osnovnih delcev, tak stik imenujemo Weylova točka [12, 13]. Ena izmed
možnih manifestacij različnih topoloških faz in prehodov med njimi je kvantizacija
prevodnosti Josephsonovega stika.
Prvi del magistrskega dela je zasnovan kot kratek uvod v fiziko Josephsonovih
stikov in topološke spremembe le-teh v odvisnosti od nekaterih parametrov, kot sta
superprevodna faza kontrolnega priključka (terminala) in jakost Rashbove interakcije
v osrednjem sipalnem območju (gl. sliko 1.1). Namenjen je torej bolj pedagoškemu
vidiku; prvič, uveden je Bogoljubov-de Gennesov formalizem in izpeljane so lastne
energije in lastna stanja v superprevodniku (poglavje 2); drugič, predstavljena sta
odboj Andrejeva elektronov in vrzeli na stiku med normalnim in superprevodnim
materialom (poglavje 3) in vezana stanja Andrejeva ujeta v normalnem, torej nesu-
perprevodnem, materialu med dvema (ali večimi) superprevodnimi kontakti (poglavje
4); in tretjič, na poenostavljenem primeru kvantne pike je izpeljan operator Joseph-
sonovega toka (poglavje 5), ki je nato obravnavan v kvaziadiabatnem približku. Z
ustrezno izbranima priključnima napetostma na kontaktih, katerih superprevodni
fazi ustrezata kvazimomentoma iz kvazi Brillouinove cone, zagotovimo ergodičnost
sistema. Tedaj je časovno povprečen Josephsonov tok enak toku, povprečenem po
faznem prostoru, tj. kvazi Brillouinovi coni, kar vodi do vpeljave Chernovega števila,
znane topološke invariante iz fizike topoloških sistemov.
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Poglavje 1. Uvod
Slika 1.1: Shema 4-terminalnega Josephsonovega stika. 4-terminalni Josephsonov stik sestoji iz
štirih superprevodnih terminalov oz. priključkov (modro) in osrednjega sipalnega območja (zeleno).
Superprevodni fazi kontaktov 1 in 2 nam služita kot kvazimomenta v kvazi Brillouinovi coni. Na
kontakta 1 in 2 priključimo napetosti V1 in V2, tako da pripadajoči superprevodni fazi prekrijeta
celotno kvazi Brillouinovo cono. Kontakta 0 in 3 sta povezana v zanko, skozi katero je napeljan
magnetni pretok Φ, ki določa fazno razliko med obema superprevodnima kontaktoma. Umeritvena
invarianca nam omogoča, da izberemo φ0 = 0, superprevodno fazo φ3 pa proglasimo za kontrolno
fazo φ3 = φc, s katero spreminjamo efektivni Hamiltonov operator, ki je odvisen od kvazimomentov
φ1 in φ2. V poglavju 9 bomo v osrednje sipalno območje (zeleno) vključili Rashbovo interkcijo z
jakostjo ΦR. Prirejeno po [11].
V poglavju 6 so pojasnjeni koncepti topološke klasifikacije, kjer so navedeni
Altland-Zirnbauerjevi (AZ) simetrijski razredi, pomen simetrij na obrat časa, naboja
(elektron-vrzel) in kiralne simetrije pri obravnavi Hamiltonovih operatorjev, odvisnih
od kristalnega momenta (podpoglavje 6.2), ter pomen dodatnih simetrij v primeru
Hamiltonovih operatorjev, odvisnih od superprevodnih faz (podpoglavji 6.3 in 6.4)
[18, 19].
Idejna zasnova jedrnega dela je osnovana na znanstvenih člankih [10, 11, 14],
v katerih so predstavljeni teoretični koncept Chernovih števil in kvantizirane pre-
vodnosti v n-terminalnih Josephsonovih stikih, napravljeni numerični izračuni v
primeru 4-terminalnega Josephsonovega stika in prikazani teoretični rezultati 3-
terminalnega Josephsonovega stika z Aharonov-Bohmovim pojavom. Dual (magne-
tnemu) Aharonov-Bohmovemu pojavu je (električni) Aharonov-Casherjev pojav, zato
se poraja vprašanje, ali so netrivialne topološke faze mogoče v sistemih z električnim
poljem, prostorsko omejenim v osrednjem sipalnem območju Josephsonovega stika.
Cilj tega raziskovalnega dela je torej obravnavati 4(3)-terminalne Josephsonove stike
v prisotnosti Aharonov-Casherjevega pojava in proučiti prisotnost diskretizirane oz.
kvantizirane prevodnosti v superprevodnem sistemu z Rashbovo interakijo [8, 15–17].
V nadaljevanju dela je torej predstavljen Aharonov-Casherjev pojav oz. Rashbova
interakcija v kristalih v fiziki trdne snovi (poglavje 7). V poglavju 8 je predstavljena
metoda za numerično obravnavo vezanih stanj Andrejeva, ki je validirana na primeru
4-terminalnega Josephsonovega stika v odsotnosti Rashbove interakcije. Prikazani so
numerični izračuni energijskih pasov vezanih stanj Andrejeva, k pasovom pripadajoče
Berryjeve ukrivljenosti in Chernova števila, ki so v obravnavanih fizikalnih približkih
in limitah, to so približek povprečnega polja teorije BCS, približek tesne vezi, približek
Andrejeva, nizkoenergijska limita, kvaziadiabatni približek in nizkotemperaturna
limita, sorazmerna s kvantizirano prevodnostjo. Po omenjeni validaciji metode je
16
le-ta aplicirana še na posplošenih primerih ob dodani Rashbovi fazi v Hamiltonovem
operatorju osrednjega, normalnega, območja. Obravnavana sta pomen Rashbove
interakcije za nastanek topološkega sistema in vpliv prostorske porazdelitve Rashbove
interakcije na pojavnost netrivialnih topoloških faz.
Končni del tega magistrskega dela (poglavje 10) je namenjen teoretični razlagi o
povezavi med v Hamiltonovem operatorju prisotnimi simetrijami (skupaj z ostalimi
so navedene v poglavju 6) in v poglavjih 8 in 9 opaženimi simetrijami v prostoru







Konvencionalne superprevodnike dobro razumemo v okviru teorije BCS [20], kjer
privlačno interakcijo med elektroni posredujejo vzbuditve, npr. fononi. V približku
povprečnega polja teorije BCS dobimo Hamiltonov operator s členi, ki predstavljajo
superprevodno sklopitev. Ker so v mnogih superprevodnikih elektroni v Cooperjevih
parih v singletnih stanjih, se bomo omejili na tovrstne primere superprevodnikov.
2.1 BdG v realnem prostoru
Kanoničen Hamiltonov operator običajnega superprevodnika na 1D mreži z N mesti


































kjer prvi člen predstavlja razliko med potencialno energijo s krajevno spreminjajočim
parametrom uj in kemijskim potencialom µ, drugi člen predstavlja preskakovanje
med sosednjimi mesti s krajevno spreminjajočim se parametrom tj, zadnji člen, ki
je opisan s parametrom superprevodnosti ∆j. Ker µ ustreza le premiku energijske
skale uj, ga zaradi enostavneǰsega zapisa enačbe postavimo na nič, µ = 0. V enačbi
(2.1) so izbrani periodični robni pogoji, tj. N + 1 ≡ 1.
Lastnih vrednosti in lastnih stanj Hamiltonovega operatorja (2.1) ni mogoče
enostavno izračunati, saj Hamiltonov operator vsebuje člene, sestavljene iz parov
kreacijskih in anihilacijskih operatorjev, c†j↑c
†
j↓ in cj↓cj↑. V ta namen se poslužimo
Bogoljubov-de Gennesovega trika. Prepǐsimo Hamiltonov operator (2.1) še za vrzeli,
kar storimo z uporabo fermionskih antikomutacijskih zvez za zamenjavo vrstnega
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Poglavje 2. Bogoljubov-de Gennesov (BdG) formalizem
































kjer smo zavrgli konstantni člen +
∑
s,j uj. Združimo oba Hamiltonova operatorja











S tem smo dobili Hamiltonov operator v Bogoljubov-de Gennesovem formalizmu,
kjer je c vektor anihilacijskih operaterjev c = (c1↑, c1↓, . . . cN↑, cN↓)
T in podobno c†





. H je matrika Bogoljubov-de Gennesovega Hamiltonovega
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kjer je ⊗ Kronekerjev matrični produkt z 2 × 2 identično matriko σ0 za spinsko













kjer je σy Paulijeva matrika v spinskem prostoru. iσy in posledično tudi ∆ sta
antisimetrični matriki, kar je konsistentno z dejstvom, da je H hermitska matrika.
Tako kot je enačba (2.1) povezana z elektroni in enačba (2.2) z vrzelmi, velja
tudi za komponente vektorja iz Nambujevega prostora, da je vektor c pridružen
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2.2. BdG v recipročnem prostoru
elektronom, c† pa vrzelim. To pomeni, da je za reševanje lastnega problema (2.3)
enakovredno obravnavati
Hψ = Eψ, (2.7)
pri čemer ima vektor ψ elektronske (ψe) in vrzelne (ψh) komponente, ter ga zapǐsemo
kot 2 · 2 · N = 4N dimenzionalni vektor ψ = (ψe ψh)T , kjer faktorja 2 ustrezata
dimenzijama spinskega in Nambujevega prostora.
Po konstrukciji ima Bogoljubov-de Gennesov Hamiltonov operator (2.3) in-
trinzično (vgrajeno) simetrijo med elektroni in vrzelmi
(τxK)H (τxK)
−1 = −H, (2.8)
kjer Paulijeva matrika τx deluje v Nambujevem prostoru elektronov in vrzeli, K pa
je operator kompleksne konjugacije. Torej, če je lastno stanje ψ z lastno energijo
E rešitev lastnega problema, potem je tudi par (−E, τxKψ) rešitev lastnega pro-
blema. Od tod vidimo, da simetrija med elektroni in vrzelmi implicira simetričnost
energijskega spektra na zamenjavo predznaka E → −E.
2.2 BdG v recipročnem prostoru
V tem podpoglavju bomo izračunali lastne vrednosti in lastne vektorje za poeno-
stavljen primer brez krajevne odvisnosti parametrov, tj. uj ≡ u, tj ≡ t in ∆j ≡ ∆,
s periodičnim robnim pogojem N + 1 ≡ 1. V tem primeru se ponuja Fourierova







kjer k zavzema vrednosti od 0 do 2π
N
(N − 1) v korakih ∆k = 2π
N
. V recipročnem
prostoru velja periodičnost 2π ≡ 0. Z uporabo Fourierove transformacije enačbo






























pri čemer smo v prvem členu naredili še zamenjavo k → −k. Sedaj iz enačb (2.10)
















2.2. BdG v recipročnem prostoru
2.2.1 Propagirajoči valovi
Omejimo se na pozitivne energije nad energijsko režo E > ∆0 (za E < −∆0 je
spekter simetričen zaradi simetrije elektron-vrzel (2.8)), ki jih parametriziramo z
E = ∆0 coshχ. Od tod sledi εk = ±∆0 sinhχ. Pri dani energiji E tako dobimo štiri
rešitve, od katerih dve imenujemo elektronski, kjer je |ψe|2 > |ψh|2, drugi dve pa















































Z analitično razširitvijo rešitev (2.16) in (2.18) dobimo v režimu energijske reže
(E < ∆0)









Pogoj (2.20) zahteva, da je kompleksno število χ iz zgornje polravnine v C, ekvi-
valentno lahko pogoj zapǐsemo kot Im ei arccos(E/∆0) > 0. Dobljene rešitve ustrezajo
evanescentnim valovom. Znotraj energijske reže velja enakost med elektronskimi in
vrzelnimi komponentami |ψh|2 = |ψe|2, tako da razlikovanje na elektronske in vrzelne
rešitve ni več mogoče.
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2.3 Koristna menjava baze
Bogoljubov-de Gennesov Hamiltonov operator smo v izbrani bazi predstavili v bločni
obliki z matriko (2.4). V tej bazi intrinzično simetrijo delec-vrzel zapǐsemo kot
τxH
∗τx = −H (2.8), vendar pa ta simetrija v primeru matrike (2.13) povezuje
matrične elemente iz različnih sektorjev, na katere matrika razpade.
V primeru, ko ima sistem simetrijo na obrat časa T = UTK (gl. poglavje 6.1),






kjer je ∆′ = ∆U †T . Intrinzično simetrijo tedaj zapǐsemo kot σyτyH
′∗σyτy = −H ′.
Na primeru (2.13), kjer je prisotna simetrija na obrat časa z UT = σy, si oglejmo











s čimer smo pokazali, da sta v tej bazi podproblema za oba spinska sektorja parov
elektron-vrzel s spinoma ↑e↓h in ↓e↑h ekvivalentna. Druga pomembna pridobitev
pa je ta, da v novi bazi operatorji τi ne mešajo različnih sektorjev, na katere lastni
problem razpade.
V nadaljevanju bomo v tej bazi oba sektorja, ↑e↓h in ↓e↑h, imenovali glede na




Obravnavajmo sipalni problem sipanja propagirajočih elektronskih stanj iz normal-
nega materiala N v superprevodni material S, kot je prikazano na sliki 3.1. Za
vpadno elektronsko stanje so možni štirje sipalni procesi: elektron se lahko odbije v
material N kot elektron (ree) ali kot vrzel (rhe), elektron pa je lahko tudi prepuščen
v S material kot elektronski val (tee) ali kot vrzelni val (the). Za reševanje sipalnega


































kjer smo s ke in kh označili valovna vektorja elektronskega in vrzelnega stanja v
materialu N, s qe in qh pa smo označili valovna vektorja elektronskega in vrzelnega vala
v materialu S. Valovne funkcije smo normirali s pripadajočimi grupnimi hitrostmi,
v materialu N sta to ve in vh, v materialu S pa we in wh. Takšno normiranje
smo vpeljali zato, da smo zagotovili enakosti med kvazidelčnimi tokovi posameznih
valovnih funkcij, ki so pomnožene z matričnimi elementi unitarne sipalne matrike.
Za namen naše obravnave nas bodo zanimala stanja znotraj energijske reže
superprevodnika (|E| < ∆0). V približku Andrejeva ke,h ' qe,h ' k, ki velja za




Iz ohranitve naboja in kristalnega momenta zaključimo, da se mora v superprevodniku




















 ≡ e−i arccos E∆0 e iφ̂. (4.3)
Lastno stanje ψ imenujemo vezano stanje Andrejeva, s φ̂ pa smo definirali diagonalno




I − e−2i arccos(E/∆0)Ŝ∗(−E)eiφ̂Ŝ(E)e−iφ̂
)
= 0, (4.4)
kjer je E energija vezanega stanja Andrejeva. V nizkoenergijskem približku lahko






kjer je χ̃ = arccos E
∆0
, pri reševanju lastnega problema pa ne smemo pozabiti na
pogoj (2.20), Im eiχ̃ > 0.
Rezultat za sistem z dvema superprevodnima priključkoma, povezanima z osre-
dnjim N območjem, je mogoče enostavno posplošiti na n superprevodnih stikov, kjer Ŝ




Izpeljimo superprevodni Josephsonov tok na poenostavljenem primeru dveh super-
prevodnih kontaktov, sklopljenih preko kvantne pike. Iz enačbe (2.10) zapǐsimo
















, α = L,R. (5.1)







kjer je ds anihilacijski operator elektrona s spinom s, sklopitev superprevodnikov s

















Pri tem velja dodati komentar, da smo zanemarili Coulombsko interakcijo elektronov
na kvantni piki, kar bi opisal prispevek Un↑n↓, pri čemer je ns = d
†
sds.
V enačbi (5.1) sta ∆α kompleksni števili s fazama φα, α = L,R. Z umeritveno
transformacijo operatorjev ck,s,α → ck,s,αei
1
2
φα lahko kompleksno fazo iz ∆α prema-
knemo v sklopitev t med superprevodnikoma in kvantno piko. Pri tej umeritvi velja
∆α = ∆0e




V poglavju 4 smo kvalitativno opisali izmenjavo Cooperjevih parov med super-

























Poglavje 5. Josephsonov tok

































5.1 Pričakovana vrednost toka
Vrnimo se k obravnavi superprevodnega toka, ki je posledica vezanih stanj Andrejeva.
Izračunati želimo pričakovano vrednost operatorja Îα, kjer so superprevodne faze φα
časovno odvisne. Vpeljimo instantno bazo vezanih stanj Andrejeva ψ̃j,σ(t), kjer j
označuje zapovrstno stanje Andrejeva, σ pa izbran spinski sektor (gl. podpoglavje
2.3), pri čemer vezana stanja zadoščajo zvezi
H(t)|ψ̃j,σ(t)〉 = Ej,σ(t)|ψ̃j,σ(t)〉. (5.8)
Prispevek k toku stanja ψ̃j,σ v kvaziadiabatnem približku do 1. reda v časovni














Z uporabo verižnega pravila | ˙̃ψj,σ〉 = ∂|ψ̃j,σ〉∂φβ φ̇β, kjer smo privzeli Einsteinovo sumacij-






− 2eBαβj,σ φ̇β, (5.10)
kjer smo vpeljali Berryjevo ukrivljenost za j-to stanje Andrejeva







Iz definicije Berryjeve ukrivljenosti je razvidno, da za izvendiagonalne elemente velja
Bαβj,σ = −B
βα
j,σ , za diagonalne pa B
αα
j,σ = 0.
Celotno pričakovano vrednost toka Iα izračunamo kot vsoto po vseh delnih
prispevkih Ij,σ, uteženih z zasedbenim številom nj,σ vezanih stanj Andrejeva, ki so





Iz simetrije med elektroni in vrzelmi (2.8) sledi, da vezana stanja Andrejeva nastopajo
v parih z nasprotno predznačenimi prispevki k toku. Od tod sledi∑
j
Iαj,σ(t) = 0, (5.13)
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5.2. Časovno povprečje v ergodičnem sistemu











ki je navadno uporabljena v literaturi.
Za namen naše obravnave definirajmo pričakovani vrednosti energije E(t) in




























5.2 Časovno povprečje v ergodičnem sis-
temu
Denimo, da sta izbrana priključka α in β priključena na vira konstantne napetosti





Izbrani fazi φα in φβ nam bosta po analogiji s kristalnim momentom iz fizike
trdne snovi služili kot kvazimomenta v kvazi Brillouinovi coni BZ = [0, 2π)2. Pri
tem izberemo taki neenaki napetosti Vα in Vβ, da fazi s časom enakomerno prekrijeta
celotno kvazi Brillouinovo cono. Na ta način dobimo ergodičen sistem.
Izračunajmo časovno povprečen tok. Prvi člen v izrazu (5.17) se s časom izpov-












Bαβ dφα dφβ. (5.19)
V slednjem izrazu prepoznamo Chernovo število, ki je znana topološka invarianta iz




















Iz definicije (5.20) vidimo, da je Chernovo število Cαβj,σ pripisano energijskemu
pasu {j, σ}, iz matematične teorije pa sledi, da tako definirana količina zaseda
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le celoštevilske vrednosti Z in je konstantna, dokler so energijski pasovi vezanih stanj
Andrejeva medsebojno ločeni z energijsko režo [3].










j,σ = 0. Vsako
vezano stanje Andrejeva ima torej v sistemu z n superprevodnimi priključki največ
n(n− 1)/2 neničelnih parov Chernovih števil. Iz zveze (5.13) sledi še∑
j
Cαβj,σ = 0. (5.22)
V nizkotemperaturni limiti T → 0 so zasedbena števila enaka nk,s = {0, 1}, od
tod pa enostavno vidimo, da velja tudi Cαβ ∈ Z.
5.3 Kvantizacija prevodnosti
Povzemimo rezultat iz podpoglavja 5.2 z vpeljavo prevodnosti Gαβ, ki zadošča
Īα = G
αβVβ. (5.23)





Torej, Gαβ je sorazmeren s Chernovim številom Cαβ, ki je celoštevilska invarianta.
Posledično tudi prevodnost Gαβ zaseda diskretne vrednosti oz. je kvantizirana, kar
je pomemben rezultat dosedanje razprave. Sprememba Chernovega števila Cαβ, in
posledično tudi prevodnosti, se v nizkotemperaturni limiti zgodi zgolj ob zaprtju
energijske reže med valenčnim in prevodnim pasom v t. i. Weylovi točki. Zaprtje
energijske reže lahko dobimo s spreminjanjem parametrov, npr. superprevodne faze
kontrolnega superprevodnega priključka φc, kar je preprosto realizirati z impulzom
napetosti Vc ali s spreminjanjem magnetnega pretoka Φ skozi zanko, kot je prikazano











pri čemer naj bo zanka sklenjena na ozemljen kontakt, ki mu lahko zaradi umeritvene




V poglavju 5 smo v izrazu za časovno povprečen tok (5.19) prepoznali topološko
invarianto, Chernovo število. Topološka invarianta, ki jo poseduje dan sistem, zavisi
od simetrij, ki jih ta sistem poseduje. Slednja hevristična trditev je podkrepljena
z matematično teorijo homotopskih grup, Cliffordovih algeber in K-teorije [26], v
katere se na tem mestu ne bomo poglabljali, v nadaljnjih podpoglavjih pa bodo
predstavljeni le osnovneǰsi gradniki in koncepti, ki so potrebni za razumevanje in
uporabo topološke klasifikacije v fiziki.
6.1 Simetrije
V fiziki so simetrije tesno povezane z ohranjenimi količinami, npr. simetrije na
časovne in prostorske translacije implicirajo ohranitev energije in gibalne količine.
Pri obravnavi topoloških invariant in določitvi topološke klasifikacije pa so pomembne
predvsem naslednje simetrije: simetrija na obrat časa, simetrija delec-vrzel in kiralna
simetrija. Po poznavanju simetrij, ki jih obravnavan sistem ima, je nato enostavno
določiti klasifikacijo iz tabele Altland-Zirnbauerjevih (AZ) simetrijskih razredov, kar
si bomo ogledali v nadaljevanju.
6.1.1 Simetrija na obrat časa
Sistem oz. Hamiltonov operator H ima simetrijo na obrat časa, če obstaja antiunita-
ren operator T = UTK, da velja
THT−1 = UTH
∗U †T = H, (6.1)
pri čemer je UT unitaren operator, K pa operator kompleksnega konjugiranja. Pove-
dano nekoliko drugače, simetrija na obrat časa je simetričnost na zamenjavo med
antiunitarnim operatorjem T in Hamiltonovim operatorjem H, TH = HT (k opisu
antiunitarnih simetrij se bomo vrnili v poglavju 6.3).
Navedimo še dve poglavitni lastnosti simetrije na obrat časa. Prvič, iz zveze (6.1)
sledi, da za vsak hermitski operator Ô, ki je invarianten na delovanje T , velja
TÔ(t)T−1 = Te+iHtÔe−iHtT−1 = Ô(−t). (6.2)






H. Po Schurovi lemi sledi UTU
∗
T = e
iαI, od tod pa hitro ugotovimo, da velja e2iα = 1
in T 2 = ±1.
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Pri od valovnega vektorja k in vektorja iz realnega prostora r odvisnem Ha-
miltonovem operatorju H(k, r) se transformira tudi valovni vektor k→ −k, torej
simetrijo na obrat časa zapǐsemo v popolneǰsi obliki z
TH(k, r)T−1 = UTH
∗(k, r)U †T = H(−k, r). (6.3)
Velja dodati tehnično opombo k vektorju r, in sicer da se le-ta v fiziki trdne snovi
navadno navezuje na sfero dimenzije D, ki obkroža defekte, če so ti v snovi prisotni.
6.1.2 Simetrija delec (elektron)-vrzel
Simetrijo delec (elektron)-vrzel, imenovano tudi konjugacija naboja, C = UCK
sistema s Hamiltonovim operatorjem H zapǐsemo kot
CHC−1 = UCH
∗U †C = −H. (6.4)
Torej, operator simetrije elektron-vrzel C je prav tako kot T antiunitaren, vendar
pa je s H v antisimetrični zvezi, CH = −HC. Tudi pri tej simetriji je potrebno
spremeniti predznak valovnega vektorja, torej k→ −k. Dobimo
CH(k, r)C−1 = UCH
∗(k, r)U †C = −H(−k, r). (6.5)
Enako kot velja T 2 = ±1, velja tudi C2 = ±1.
6.1.3 Kiralna simetrija
Operator kiralne simetrije je unitaren Γ = UΓ, valovni vektor pa zaradi tega pri tej
simetriji ne spremeni predznaka, k→ k. Velja antisimetrična zveza
ΓH(k, r)Γ−1 = UΓH
∗(k, r)U †Γ = −H(k, r). (6.6)
Sistem ima lahko le kiralno simetrijo, v primeru prisotnih simetrij T in C pa
lahko kiralno simetrijo tvorimo tudi kot kombinacijo simetrij T in C, Γ = TC. Z
redefinicijo UΓ → UΓeiα/2 lahko vselej dosežemo Γ2 = U2Γ = U
†
ΓUΓ = 1.
6.2 Altland-Zirnbauerjevi (AZ) simetrij-
ski razredi
Dan sistem ima lahko katero izmed prej naštetih simetrij T , C in Γ, lahko ima vse ali
pa tudi nobene. Preštejmo, koliko različnih kombinacij lahko dobimo iz teh simetrij.
Uvedimo še zapisa T εT in CεC , kjer sta εT , εC predznaka T
2 = εT in C
2 = εC .
Najprej predpostavimo, da sistem nima simetrij T in C. V tem primeru imamo
2 možnosti, sistem bodisi ima bodisi nima simetrije Γ. Drugič, privzemimo, da
ima sistem natanko eno izmed obeh simetrij T in C. Tedaj sistem ne more imeti
kombinirane simetrije Γ = TC, torej imamo 4 možnosti: T+, T−, C+ in C−. In
tretjič, naj ima sistem obe simetriji T in C, posledično pa je gotovo prisotna tudi
simetrija Γ. V tem primeru imamo 4 možnosti: (T+, C+), (T+, C−), (T−, C+) in
(T−, C−). Skupaj imamo torej 2+4+4 = 10 možnosti, torej lahko sisteme razvrstimo
v 10 skupin, ravno te pa opisuje tabela Altland-Zirnbauerjevih (AZ) simetrijskih
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6.2. Altland-Zirnbauerjevi (AZ) simetrijski razredi
simetrije dimenzija δ
razred T C Γ Cq /Rq 0 1 2 3 4 5 6 7
A 0 0 0 C0 Z 0 Z 0 Z 0 Z 0
AIII 0 0 1 C1 0 Z 0 Z 0 Z 0 Z
AI + 0 0 R0 Z 0 0 0 2Z 0 Z2 Z2
BDI + + 1 R1 Z2 Z 0 0 0 2Z 0 Z2
D 0 + 0 R2 Z2 Z2 Z 0 0 0 2Z 0
DIII − + 1 R3 0 Z2 Z2 Z 0 0 0 2Z
AII − 0 0 R4 2Z 0 Z2 Z2 Z 0 0 0
CII − − 1 R5 0 2Z 0 Z2 Z2 Z 0 0
C 0 − 0 R6 0 0 2Z 0 Z2 Z2 Z 0
CI + − 1 R7 0 0 0 2Z 0 Z2 Z2 Z
Tabela 6.1: Periodična tabela topoloških izolatorjev; δ = d − D (mod 8), kjer je d prostorska
dimenzija oz. dimenzija Brillouinove cone, D pa kodimenzija defektov. V prvem stolpcu so našteti
Altland-Zirnbauerjevi (AZ) simetrijski razredi (A, AIII ..., CI), ki so opredeljeni s simetrijami
na obrat časa (T ), zamenjavo delec-vrzel (C) in kiralno simetrijo (Γ). S Cq in Rq so označeni in
oštevilčeni kompleksni in realni AZ razredi, prisotnosti oz. odsotnosti topoloških invariant pa so
zabeležene z Z, 2Z, Z2 in 0.
razredov (tabela 6.1), ki nam je v pomoč pri določanju topološke klasifikacije na
podlagi prisotnosti simetrij v obravnavanem sistemu.
Prva dva razreda A in AIII iz AZ klasifikacije se imenujeta kompleksna razreda,
saj lahko (a ne nujno) antiunitarni simetriji T in C na H implicirata realnost H.
Preostali razredi AI, BDI, D ..., ki imajo vsaj eno izmed simetrij T in C, se tako
imenujejo realni razredi. V tabeli so z Z, Z2 in 2Z označene celoštevilske, binarne
ali sode invariante. Znotraj realnih in kompleksnih razredov opazimo periodičnost v
δ = 0, 1, 2 ..., kjer je δ = d−D razlika dimenzije sistema oz. Brillouinove cone (d) in
kodimenzije defektov oz. dimenzije sfere, ki obkroža defekt (D).
Vendar pa topološka klasifikacija ni ustrezna za primer s kvazi Brillouinovo cono,
kjer kvazimomente predstavljajo faze superprevodnih kontaktov φ. BdG formalizem
po svoji konstrukciji vsebuje intrinzično (vgrajeno) simetrijo elektron-vrzel (enačba
(2.8)), pri kateri se spremeni predznak k→ −k, vendar ostanejo faze nespremenjene
φ→ φ. V tem smislu obstaja pomembna razlika med momentom k in kvazimomentom
φ, od tega pa zavisi tudi topološka klasifikacija.
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6.3 Dodatne simetrije
Kot smo nakazali v podpoglavju 6.2 je intrinzično simetrijo elektron-vrzel v kvazimo-
mentnem prostoru φ potrebno obravnavati posebej za določitev topološke klasifikacije.
Pregled naslednjih pojmov je povzet po članku [18] o kristalnih simetrijah v okviru
K-teorije.
Poleg že naštetih simetrij T , C in Γ vpeljimo še unitarne in antiunitarne simetrije
U in A za simetrične zveze ter Ū in Ā za antisimetrične zveze




















pri čemer smo k in r ločili na komponente, ki se transformirajo tako kot v simetrijah
T , C in Γ, to sta k⊥ in r⊥, ter na komponente, ki se transformirajo drugače, to sta
k‖ in r‖. Naj bosta d‖ in D‖ dimenziji k‖ in r‖, definirajmo pa še razliko dimenzij
δ‖ = d‖ −D‖.
S pomočjo razumevanja K-teorije in homotopskih grup je nato poleg simetrij
T , C in Γ mogoče upoštevati tudi dodatno simetrijo, tabela za klasifikacijo pa se
močno razširi. Primer je tabela 6.2 za δ‖ = 0 (mod 4) za razrede A, AIII, AI in AII
z dodatnimi antiunitarnimi antisimetričnimi simetrijami ĀεAηT ηC , kjer so Ā
2 = εA,
ĀT = ηTTĀ in ĀC = ηCCĀ.
dimenzija δ
razred dod. sim. Cq /Rq 0 1 2 3 4 5 6 7
A Ā+ R2 Z2 Z2 Z 0 0 0 2Z 0
A Ā− R6 0 0 2Z 0 Z2 Z2 Z 0
AIII Ā++ R1 Z2 Z 0 0 0 2Z 0 Z2
AIII Ā−− R3 0 Z2 Z2 Z 0 0 0 2Z
AIII Ā−+ R5 0 2Z 0 Z2 Z2 Z 0 0
AIII Ā+− R7 0 0 0 2Z 0 Z2 Z2 Z
AI Ā++, Ā
+
− R7 0 0 0 2Z 0 Z2 Z2 Z
AII Ā−+, Ā
−
− R3 0 Z2 Z2 Z 0 0 0 2Z
AI Ā−+, Ā
−
− R1 Z2 Z 0 0 0 2Z 0 Z2
AII Ā++, Ā
+
− R5 0 2Z 0 Z2 Z2 Z 0 0
Tabela 6.2: Klasifikacijska tabela topoloških sistemov z dodatno antiunitarno antisimetrično
simetrijo (Ā) za δ = d−D (mod 8) in δ‖ = d‖ −D‖ = 0 (mod 4). Preslikava iz izbranega razreda z
dodatno simetrijo Ā v AZ simetrijski razred je zabeležena v stolpcu Cq /Rq.
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6.4 Topološka klasifikacija z anomalnimi
parametri
Povežimo intrinzično simetrijo elektron-vrzel s predstavljeno K-teorijo v podpoglavju
6.3. Ker se kvazimoment φ transformira drugače kot moment k, ga imenujemo
anomalni parameter. Poleg anomalnega parametra φ, ki je lih na simetrijo na obrat
časa in sod na simetrijo elektron-vrzel, bi lahko imeli še drug anomalni parameter θ, ki
bi bil, ravno obratno, sod na simetrijo na obrat časa in lih na simetrijo elektron-vrzel.
Oba anomalna parametra, φ in θ, sta liha na kiralno simetrijo. Imamo torej
TH(k, r, φ, θ)T−1 = H(−k, r,−φ, θ) (6.11)
CH(k, r, φ, θ)C−1 = −H(−k, r, φ,−θ) (6.12)
ΓH(k, r, φ, θ)Γ−1 = −H(k, r,−φ,−θ) (6.13)
s pripadajočimi dimenzijami dk, dr, dφ in dθ. V kontekstu preǰsnje diskusije lahko
simetrijo T obravnavamo kot standardno simetrijo, vendar pa moramo C obravnavati
kot antiunitarno antisimetrično simetrijo Ā. Pri tem veljajo naslednje povezave
med parametri k, r, φ in θ ter dimenzijami, definiranimi v preǰsnjem podpoglavju:
dk = d⊥, dr = D⊥, dφ = d‖ in dθ = D‖.
6.4.1 Zgled
Vzemimo zgled s slike 1.1 s štirimi superprevodnimi priključki. Ker lahko fazo φ0
umerimo na 0, faza φ3 pa nam služi kot kontrolni parameter, ju lahko obravnavamo
kot (nastavljivi) konstanti v Hamiltonovem operatorju. Superprevodni fazi φ1 in φ2
ustrezata kvazimomentoma, ki ju v kontekstu iz podpoglavja 6.4 razumemo tudi kot
anomalna parametra z dimenzijo dφ = 2.
Računajmo v bazi, ki smo jo vpeljali v podpoglavju 2.3. Prepričamo se lahko, da je
pri fiksnem φ3 za posamezni sektor prisotna le simetrija delec-vrzel τyH
∗(φ1, φ2)τy =
−H(φ1, φ2) – kar ni intrinzična simetrija σyτyK ! – z anomalnima parametroma
φ1 in φ2. V nizkoenergijski limiti, ko lahko zanemarimo energijsko odvisnost v
sipalnih matrikah v lastnem problemu vezanih stanj Andrejeva (4.1), je Bogoljubov-
de Gennesova funkcija odvisna le od superprevodnih faz, torej dk = 0 (in dr = dθ = 0).
Sledi torej δ = δ‖ = dφ, kar s pomočjo K-teorije vodi do rezultata Z. Lahko pa se
poslužimo trika in že izračunane tabele 6.2, kjer gledamo vrstico z razredom A in z
dodatno simetrijo Ā−, saj je kvadrat τyK enak −1. Ker nimamo prisotnih drugih
simetrij razen simetrije delec-vrzel τyK in preostalih parametrov, lahko anomalni
parameter φ obravnavamo po enačbi (6.12) tudi kot r, torej dφ → dr, od koder
dobimo δ = −dφ in δ‖ = 0. Ker velja δ = −dφ = −2 = 6 (mod 8), je končen rezultat
topološka invarianta Z, kar ustreza (celoštevilskemu) Chernovemu številu.
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Aharonov-Bohmov (AB) pojav je znan kvantnomehanski pojav, pri katerem se nabit
delec giblje v prisotnosti vektorskega potenciala A. Lagrangeeva funkcija takega




mv2 + eA · v, (7.1)
kar vodi do faznega faktorja




















A · dx. (7.3)
Aharonov in Casher sta pokazala, da obstaja dual AB pojava za delec z magnetnim
momentom v električnem polju neskončne ravne naelektrene žice, ki ga imenujemo






(v× E) · µ, (7.4)
kjer je E jakost električnega polja, µ pa magnetni dipolni moment gibajočega delca s
hitrostjo v. V izrazu (7.4) lahko prepoznamo Lorentzovo transformacijo električnega
polja v magnetno polje, ki ga delec občuti v inercialnem sistemu (v/c 1)
B = − 1
c2
v× E. (7.5)





(µ× E) · dx. (7.6)
Kljub vsemu je interferenčni poskus Aharonova in Casherja z električno nev-
tralnimi delci z magnetnim momentom, npr. nevtroni, in dolgo naelektreno žico
eksperimentalno težko preveriti. Namreč, za eksperimentalno dosegljive jakosti elek-
tričnega polja in gostote toka nevtronov je predvidena AC faza velikostnega reda
miliradian [24]. V fiziki trdne snovi pa vendar obstaja pojav, ki lahko zagotovi AC
faze velikostnega reda 1. To je Rashbova interakcija.
39
Poglavje 7. Aharonov-Casherjev pojav
7.1 Rashbova interakcija
V fiziki trdne snovi v 2D elektronskem plinu (ang. 2DEG) v kristalnih sistemih brez




(p× σ)y , (7.7)
kjer je αR Rashbov parameter sorazmeren z jakostjo električnega polja oz. priključno
napetostjo na kotrolnih vratih, os y pa je pravokotna na ravnino 2DEG. V pri-
meru Rashbove interakcije je AC faza opazljiva tudi pri eksperimentalno dosegljivih
napetostih na kontrolnih vratih [15, 16, 24, 25].
Če sedaj omejimo gibanje elektronov na smer x (kz = 0), imajo zaradi Rashbove
interakcije elektroni z različno polarizacijo spina σz = {↑, ↓} različen valovni vektor
k↑ 6= k↓. Posledica tega je, da elektroni z različnimi polarizacijami spina pridobijo
različne faze
ϕσ = σϕR, (7.8)
kjer je ϕR faza Rashbove interakcije odvisna od zunanjega električnega polja, σ pa






Vrnimo se na obravnavo 4-terminalnega Josephsonovega stika, prikazanega na sliki
1.1. Kot smo pokazali v poglavju 5.2 je prevodnost neposredno povezana s topološko
invarianto – Chernovim številom. Obravnavati želimo sistem, v katerem obstaja
topološki fazni prehod, ki je odvisen od kontrolne superprevodne faze φ3 = φc. Ker
je Chernovo število topološka invarianta, ki ne spremeni svoje vrednosti, dokler so
pasovi vezanih stanj Andrejeva medsebojno ločeni, je za topološki fazni prehod nujno
zaprtje energijske reže. Točko v prostoru faz (φ1, φ2, φ3), kjer se energijska reža zapre,
imenujemo Weylova točka.
Stanja Andrejeva imajo v sistemu s štirimi superprevodnimi kontakti največ 6
parov (Cαβj,σ = −C
βα











in C23j,σ. Ker φ3 služi le kot kontrolni parameter, φ0 pa smo umerili na 0, to pomeni,
da imamo neničelni (konstantni) napetosti le na priključkih 1 in 2. K tokovoma
Ī1 in Ī2 bodo torej prispevali le matrični elementi prevodnosti, pomnoženi z V1 in
V2, to so G
11, G12, G21 in G22. Ker so prevodnosti sorazmerne s Chernovimi števili,
sledi, da je dovolj izračunati le G12 oz. C12, saj C21 = −C12 in C11 = C22 = 0. V
nadaljevanju se bomo osredotočili le na spinski sektor ↑ (rezultate za sektor ↓ dobimo
z upoštevanjem simetrije na obrat časa). Odslej za j-ti pas vezanih stanj Andrejeva
pǐsimo kraǰse Cj = C
12
j,↑, j = 0, 1, 2, 3. Pasove vezanih stanj Andrejeva smo pri tem
uredili po naraščajočih energijah, torej 0 in 1 ustrezata valenčnima pasovoma, 2 in 3
pa prevodnima pasovoma.
8.1 Hamiltonov operator sipalnega območja
Imejmo enake superprevodne kontakte, ki so opisani s prostorsko nespreminjajočimi
se parametri u, t in ∆ skladno z enačbo (2.1). Naj bo osrednje sipalno območje
v normalni (nesuperprevodni) fazi in opisano s sipalno matriko 4 × 4, neodvisno
od spina elektrona. Modelirajmo sipalno območje s preprostim modelom štirih
povezanih mest s potencialnimi energijami ui (i = 0, 1, 2, 3) in realnimi parametri
preskakovanja med mesti tij = tji (i, j = 0, 1, 2, 3 in i 6= j). V model zaenkrat ne
vključimo Rashbove interakcije, to bomo storili v poglavju 9. Parametre ui in tij
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zberemo v matrični obliki Hamiltonovega operatorja
H =

u0 t01 t02 t03
t10 u1 t12 t13
t20 t21 u2 t23
t30 t31 t32 u3
 . (8.1)
Delo nam močno olaǰsa pythonova knjižnica kwant [27]. V okolju knjižnice
kwant superprevodne kontakte in osrednji sipalni del določimo z zapisom matričnih
elementov Hamiltonovega operatorja celotnega sistema (to so superprevodni kontakti
in osrednje sipalno območje). Knjižnica nato z uporabo metode kwant.smatrix
(kwant.solvers.default.smatrix) omogoča izračun sipalne matrike Ŝ pri dani
energiji. Zaradi lažje obravnave opustimo energijsko odvisnost in v metodi smatrix
vzemimo privzeti argument za energijo, energy=0. S tem dobimo iskano sipalno
matriko brez energijske odvisnosti, ki jo potrebujemo za izračun vezanih stanj
Andrejeva.
8.2 Energijski spekter in Weylove točke
Kot smo spoznali v poglavju 4, je za določitev energij vezanih stanj Andrejeva
potrebno rešiti lastni problem (4.1), ki je v nizkoenergijski limiti ekvivalenten lastnemu
problemu
Ŝ∗eiφ̂Ŝe−iφ̂ψ = αψ, (8.2)
kjer je lastna vrednost α = e2i arccosE/∆, φ̂ pa je diagonalna matrika superprevodnih





pri čemer je fizikalno ustrezen le koren, za katerega velja Im(
√
α) > 0.
Za enoto energije izberimo t = 1, zaradi enostavnosti pa naj bo parameter u = 0.
Elemente Hamiltonovega operatorja v osrednjem sipalnem območju H izžrebajmo
naključno po uniformni porazdelitvi med −1 in 1. S sprehodom po celotnem prostoru
faz (φ1, φ2, φ3) ugotovimo, da se energijska reža zapre le pri okoli 15 % (32 od 200
testnih primerov) vseh izžrebanih naključnih Hamiltonovih operatorjev – to so
primeri, ki posedujejo Weylove točke.
8.2.1 Zgled
Vzemimo enega izmed Hamiltonovih operatorjev, ki ima Weylove točke,
H =

0.9657 −0.2634 −0.9990 −0.0547
−0.2634 −0.9830 −0.1938 −0.1995
−0.9990 −0.1938 0.2401 −0.8222
−0.0547 −0.1995 −0.8222 −0.3525
 , (8.4)
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ki mu pripada sipalna matrika
Ŝ =

0.064 + 0.930i −0.256 + 0.005i −0.120 + 0.131i −0.174− 0.066i
−0.256 + 0.005i −0.032− 0.036i 0.442 + 0.460i −0.238 + 0.685i
−0.120 + 0.131i 0.442 + 0.460i −0.035− 0.547i −0.456 + 0.231i
−0.174− 0.066i −0.238 + 0.685i −0.456 + 0.231i 0.358 + 0.224i
 .
(8.5)
Skupaj z diagonalno matriko superprevodnih faz φ̂ = diag (φ0 = 0, φ1, φ2, φ3) tvorimo
lastni problem (8.2). Od tod izračunamo energijski spekter vezanih stanj Andrejeva,
ki ga sestavljajo štirje energijski pasovi, kot je prikazano na sliki 8.1, pri čemer je
superprevodna faza φ3 kontrolni parameter. Opazimo, da so vsi štirje energijski
pasovi medsebojno ločeni z energijskimi režami v primerih φ3 6= ±φ(1)3 ,±φ
(2)
3 , v
primerih φ3 = ±φ(1)3 ,±φ
(2)
3 pa se energijska reža med notranjima pasovoma zapre –










3 ). Pojavitev Weylovih
točk v nasprotno predznačenih parih je posledica simetrije na obrat časa. Vse štiri
Weylove točke lahko nazorno prikažemo v prostoru faz (φ1, φ2, φ3), ki je viden na
sliki 8.2.
8.3 Berryjeva ukrivljenost in Chernovo
število
V poglavju 5.1 smo z enačbo (5.11) vpeljali Berryjevo ukrivljenost. Za numerično
obravnavo je prikladneǰsa naslednja ekvivalentna oblika, ki je invariantna na izbiro
umeritvene faze valovnih funkcij, saj je zapisana s pomočjo projektorjev Pj,σ, ki so
invariantni na umeritveno fazo











Pj,σ = |ψ̃j,σ〉〈ψ̃j,σ|. (8.7)
Z linearno kombinacijo projektorjev posameznih energijskih pasov Pj,σ dobimo





Za numeričen izračun diskretizirajmo Brillouinovo cono na mreži s fazama φ1 in
φ2 s končnimi diferencami velikosti ∆φ. V vsaki točki diskretizirane mreže (i1, i2)
izračunamo vezana stanja Andrejeva ψ̃j,σ (i1, i2), prve odvode projektorjev po fazah
pa aproksimiramo s
Pj,σ (i1 + 1, i2)− Pj,σ (i1 − 1, i2)
2∆φ
(8.9)




Poglavje 8. Numerična obravnava 4-terminalnega Josephsonovega stika
Slika 8.1: Energijski spekter vezanih stanj Andrejeva pri različnih vrednostih kontrolne faze φ3.
Energijski pasovi za φ3 6= ±φ(1)3 ,±φ
(2)





notranja (moder in rdeč) energijska pasova stakneta v Weylovi točki.
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Slika 8.3: Berryjeva ukrivljenost drugega energijskega pasu (pas 1, E < 0) pri različnih vrednostih
kontrolne faze φ3. V področju φ
(1)
3 < φ3 < φ
(2)
3 je integral po Brillouinovi coni negativen, v
področjih |φ3| < φ(1)3 in |φ3| > φ
(2)
3 pa je celoten integral enak nič.
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V model v osrednje sipalno območje Josephsonovega stika, na sliki 1.1 zeleno območje,
vključimo Rashbovo interakcijo. Uporabimo Hamiltonov operator (8.4) iz zgleda
8.2.1, za katerega vemo, da ima Weylove točke v odsotnosti Rashbove interakcije. Pri
vključitvi Rashbove interakcije v model pa je potrebno ponovno narediti premislek v
izpeljavi vezanih stanj Andrejeva. Zaradi Rashbove interakcije namreč sipalni matriki
za oba spina, Ŝ↑ in Ŝ↓, nista enaki, saj vsak izmed obeh spinov pridobi različno fazo.
Denimo, da imamo elektron s spinom ↑ (↓). Ta se od superprevodnika odbije kot




Rashbovo interakcijo vključimo v model kot dodatne kompleksne faze eis v




















pri čemer + (−) predznak ustreza H↑ (H↓), zaradi hermitskosti pa velja tij = t∗ji in
sij = −sji. Kot v podpoglavju 8.1 privzemimo tij ∈ R. Z umeritveno transformacijo












t30 t31 t32 u3
 , (9.3)
kar pa ima jasneǰso geometrijsko razlago. Vsoto faz po zaključeni zanki lahko po





∇× (µ× E) · dS. (9.4)
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Slika 9.1: Shematski prikaz sistema z Rashbovo interakcijo. Z 0, 1, 2 in 3 so označena mesta
priključkov superprevodnikov, sij so pridobljene faze ob preskokih med mesti zaradi Rashbove
interakcije, Φij pa so pretoki, ki smo jih definirali ob umeritvi (9.3).
Pǐsimo torej
s10 + s31 + s03 = Φ10 (9.5)
s21 + s32 + s13 = Φ21 (9.6)
s02 + s30 + s23 = Φ02, (9.7)
kjer smo definirali pretoke Φ10, Φ21 in Φ02 za zaključene zanke med mesti (0, 1, 3),
(1, 2, 3) in (2, 0, 3). Denimo, da lahko električno polje prostorsko omejimo v bližini
med mestoma 0 in 1, tako da velja Φ21 = Φ02 = 0, in pǐsimo kraǰse Φ10 = ΦR.
Shematski prikaz sistema z Rashbovo interakcijo je prikazan na sliki 9.1.
9.1 Topološka klasifikacija
Z znanjem iz zgleda 6.4.1 se lotimo topološke klasifikacije za primer z dodano Rashbovo
interakcijo. Ponovno se osredotočimo na posamezna sektorja, kjer ugotovimo, da
pri fiksni in neničelni vrednosti kontrolnega parametra ΦR nimamo prisotne nobene
simetrije, torej zadostuje že razred A iz AZ tabele 6.1. Z uporabo trika dφ → dr
(gl. zgled 6.4.1) dobimo δ = −dφ = −2 = 6 (mod 8), torej je topološka invarianta
ponovno Chernovo število Z.
Kaj pa, če obravnavamo sistem z obema spinskima sektorjema kot celoto? V tem
primeru imamo intrinzično simetrijo delec-vrzel τyσyH
∗τyσy = −H, ki s σy sklaplja
oba sektorja. Imamo torej razred A z dodatno simetrijo Ā+ = τyσyK, z uporabo
trika za dφ = 2 pa dobimo δ = 6. Iz tabele 6.2 tako zaključimo, da je topološka
invarianta 2Z – izkaže se, da je to vsota posameznih Chernovih števil za oba spinska
sektorja, ki je sodo število.
9.2 Chernovo število in kvantizacija pre-
vodnosti
V odvisnosti od parametrov φ3 in ΦR izračunajmo Chernova števila, kar je prikazano
na sliki 9.2. Pri izbranem zgledu opazimo, da je simetrija med C1 in C2 ohranjena tudi
ob variiranju ΦR, veljajo pa še simetrije C1 (φ3,ΦR) = C1 (φ3,−ΦR) = −C1 (−φ3,ΦR).
Pomen simetrije C1 (φ3,ΦR) = C1 (φ3,−ΦR) je ta, da so rezultati enaki za oba spinska
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sektorja. Za pasova s C1 in C2 vidimo, da na torusu parametrov (φ3,ΦR) ∈ [−π, π)2
dobimo za vsak pas štiri topološko netrivialna območja. Na sliki 9.2 poleg dobro
definiranih celoštevilskih območij opazimo še svetleǰse neceloštevilske pasove za vse
Ci (i = 0, 1, 2, 3), kar je posledica približanja spodnjih oz. zgornjih dveh pasov in
končne diskretizacije Brillouinove cone, uporabljene v metodi.
Slika 9.2: Chernovo število pri različnih vrednostih kontrolne faze φ3 in Rashbove faze ΦR.
Topološko netrivialne faze se pojavijo tako s spreminjanjem φ3 kot ΦR. Svetli pasovi so posledica
numerične nenatančnosti ob približanju sosednjih pasov.
Vendar pa je za kvantizacijo prevodnosti v enačbi (5.21) potrebna tudi popolna
zasedenost pasu, kar je možno le v primeru, ko obstaja energijska reža med valenčnim
in prevodnim pasom. Sosedske razlike minimalne energije zgornjega in maksimalne
energije spodnjega pasu so prikazane na sliki 9.3. Med njimi je za kvantizacijo
prevodnosti važna razlika med valenčnim in prevodnim pasom (slika 9.3 na sredini).
Iz razlik med sosednjimi pasovi je razvidno, da je energijska reža odprta vselej, ko je
razlika pozitivna, energijske reže pa ni, ko velja min(Ei+1)−max(Ei) ≤ 0.
Iz grafov na slikah 9.2 in 9.3 lahko konstruiramo kombiniran prikaz za kvantizacijo
prevodnosti, kar je prikazano na sliki 9.4. Osenčena območja na grafih predstavljajo
območja, ko je energijska reža med sosednjimi pasovi zaprta. Torej, prevodnost je
kvantizirana le v neosenčenih območjih, ko je med osrednjima pasovoma prisotna
energijska reža in imajo vsi pasovi celoštevilska zasedbena števila v nizkotemperaturni
limiti. Tedaj je prevodnost sorazmerna s Chernovim številom. Iz kombiniranega
prikaza še vedno izluščimo štiri netrivialne topološke faze.
Z vključitvijo Rashbove interakcije smo prostor parametrov razširili iz krožnice
φ3 ∈ [−π, π) na torus (φ3,ΦR) ∈ [−π, π)2. Sistem s štirimi kontakti lahko efektivno
poenostavimo na sistem s tremi kontakti tako, da izberemo kontrolno fazo φ3 = 0, s
čimer imata kontakta 0 in 3 enaki fazi, torej efektivno predstavljata en kontakt. Ali
Slika 9.3: Prekrivanja sosednjih energijskih pasov za določitev prisotnosti energijske reže pri
različnih vrednostih kontrolne faze φ3 in Rashbove faze ΦR. Energijska reža med sosednjima
pasovoma obstaja le, ko je izpolnjen pogoj min(Ei+1) − max(Ei) > 0, na grafih so to rdeča
območja.
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Poglavje 9. Vključitev Rashbove interakcije
Slika 9.4: Kvantizacija prevodnosti pri različnih vrednostih kontrolne faze φ3 in Rashbove faze
ΦR. Združen prikaz rezultatov s slik 9.2 in 9.3 omogoča določitev območij kvantizirane prevodnosti,
ki je sorazmerna s Chernovim številom pri pogoju, da ima sistem energijsko režo med valenčnim in
prevodnim pasom. Osenčena območja predstavljajo dele prostora parametrov, kjer energijske reže
med sosednjima pasovoma ni (gl. sliko 9.3).
ima lahko sistem s tremi kontakti netrivialna Chernova števila, pri čemer je edini
kontrolni parameter ΦR? Rezultati na sliki 9.4 nakazujejo, da vzdolž φ3 = 0 in pri
poljubnem ΦR nimamo nobenega netrivialnega topološkega prehoda, ki bi omogočal
spremembo v kvantizirani prevodnosti (gl. poglavje 10).
Vzemimo še zgled z naslednjim Hamiltonovim operatorjem
H =

−0.3525 −0.8222 −0.0547 −0.1995
−0.8222 0.2401 −0.9990 −0.1938
−0.0547 −0.9990 0.9657 −0.2634
−0.1995 −0.1938 −0.2634 −0.9830
 , (9.8)
ki mu pripada sipalna matrika
Ŝ =

0.358 + 0.224i −0.456 + 0.231i −0.174− 0.066i −0.238 + 0.685i
−0.456 + 0.231i −0.035− 0.547i −0.120 + 0.131i 0.442 + 0.460i
−0.174− 0.066i −0.120 + 0.131i 0.064 + 0.930i −0.256 + 0.005i
−0.238 + 0.685i 0.442 + 0.460i −0.256 + 0.005i −0.032− 0.036i
 ,
(9.9)
in ponovimo izračun z metodo (8.11) za izračun Chernovega števila. Numerični
rezultat je prikazan na sliki 9.5. Na prvi pogled v tem primeru opazimo le dve
simetriji, in sicer simetrijo za posamičen energijski pas Ci(φ3,ΦR) = −Ci(−φ3,−ΦR)
(i = 0, 1, 2, 3) in simetrijo med pasovi, ki povezuje delce in vrzeli, Ci(φ3,ΦR) =
C3−i(−φ3,ΦR) (i = 0, 1). Vendar pa opazimo, da se pri določeni vrednosti ΦR izmenja
topološki naboj paroma med valenčnima pasovoma (i = 0, 1) in med prevodnima
pasovoma (i = 2, 3). Paroma naredimo vsoti za valenčna in prevodna pasova, torej
C0 + C1 in C2 + C3. Rezultat je prikazan na sliki 9.6, kjer vidimo, da za vsoti
Chernovih števil veljajo enake simetrije kot v zgledu na sliki 9.4 (gl. poglavje 10).
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Slika 9.5: Izmenjava topološkega naboja med valenčnima oz. prevodnima pasovoma.
Slika 9.6: Vsoti Chernovih števil valenčnih (0, 1) in prevodnih (2, 3) energijskih pasov. V prostoru
parametrov opazimo enake simetrije kot na primeru s slike 9.4.
9.3 Z Rashbovo interakcijo do topološkega
sistema
V dosedanji obravnavi smo se omejili na zglede, ki so v odsotnosti Rashbove interakcije
že posedovali Weylove točke in imeli netrivialne topološke faze. Porodi se vprašanje,
ali lahko sistem, ki je v odsotnosti Rashbove interakcije trivialen, naredimo netrivialen
ob vključitvi interakcije. S ponovitvijo izračuna Chernovih števil po celotnem prostoru
parametrov (φ3,ΦR) za večje število naključnih Hamiltonovih operatorjev osrednjega
sipalnega območja ugotovimo, da je približno 5–10 % (15 od 200) testnih primerov
takšnih, da jih lahko z Rashbovo interakcijo naredimo topološko netrivialne, a so
v odsotnosti trivialni. Na sliki 9.7 so zgledi Ŝ10, Ŝ118 in Ŝ161 (indeks predstavlja
izbrano seme naključnega generatorja) kvalitativno enaki obravnavanemu zgledu 8.2.1,
medtem ko zgledi Ŝ112, Ŝ118 in Ŝ122 ustrezajo sistemom, ki v odsotnosti Rashbove
interakcije nimajo topološko netrivialnih faz, a postanejo topološko netrivialni ob
vključitvi Rashbove interakcije. Rezultati deležev za sisteme, ki so topološko trivialni,
netrivialni brez Rashbove interakcije ali ki postanejo netrivialni ob dodani interakciji,
so zbrani v tabeli 9.1.
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sistem delež
topološko trivialen ∼ 75–80 %
topološko netrivialen brez Rashbove interakcije ∼ 15 %
topološko netrivialen ob dodani Rashbovi interakciji ∼ 5–10 %
Tabela 9.1: Izračunani deleži iz vzorca 200 primerov za sisteme, ki so topološko trivialni, netrivialni
brez Rashbove interakcije ali ki postanejo netrivialni ob dodani interakciji.
Slika 9.7: Vsota C0 + C1 naključnih sipalnih matrik Ŝ s topološkimi fazami. Zgledi Ŝ112, Ŝ118
in Ŝ122 so pri ΦR = 0 topološko trivialni, z vključitvijo Rashbove interakcije pa lahko dobimo
tudi topološke faze z neničelnim Chernovim številom. Osenčena področja označujejo prekrivanje
valenčnih in prevodnih pasov.
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9.4 Vpliv prostorske omejenosti Rashbove
interakcije
V začetku poglavja smo se omejili na prostorsko omejen primer Rashbove interakcije,
kjer smo predpostavili Φ01 = ΦR in Φ21 = Φ02 = 0, kar je ekvivalentno tudi s01 = ΦR.
Na zgledu iz 8.2.1 si oglejmo, kaj se zgodi, če je Rashbova interakcija prostorsko
omejena v bližini med preostalimi kontakti ali pa enakomerno razporejena med
večimi kontakti. Rezultati so prikazani na sliki 9.8, kjer so neničelni sij = ΦR v
shematskem prikazu označeni z rdečimi povezavami. Vidimo, da se za dan primer
območja topoloških faz kvalitativno razlikujejo za različne izbire prostorske omejitve
Rashbove interakcije. Za izbran primer vidimo, da sta območji za primera s12 in s20
enaki, v primeru s23 vidimo, da je Chernovo število neodvisno od s23, v zadnjem
primeru s s01 = s12 = s20 = ΦR pa opazimo kar šest netrivialnih topoloških območij.
Vendar pa so opažene lastnosti le značilnosti danega primera in nikakor ne veljajo
tudi v splošnem.
Slika 9.8: Vsota C0 +C1 za različne prostorske porazdelitve Rashbove interakcije. V trikotniku so
z rdečimi povezavami označene neničelne faze sij = ΦR Rashbove interakcije. Osenčena območja
označujejo področja z zaprto energijsko režo med valenčnimi in prevodnimi stanji.
Vloge priključkov in pripadajočih superprevodnih faz so v modelu različne, φ0 = 0
predstavlja ničelno umeritev, φ1 in φ2 služita kot kvazimomenta, φ3 pa je kontrolni
parameter. Poskusimo oceniti, ali posamezne prostorske omejitve Rashbove interak-
cije v bližini med posameznimi kontakti prispevajo k večji verjetnosti za pojavitev
netrivialnih topoloških faz. Vzemimo večje število naključnih sipalnih matrik in za
različne izbire neničelnih sij preštejmo število netrivialnih topoloških faz z energijsko
režo, ko imamo tudi kvantizacijo prevodnosti. Rezultati štetja so zbrani v tabeli 9.2.
Brez rigoroznega statističnega pristopa iz zbranih podatkov v tabeli 9.2 sklepamo,
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da ni signifikantnih razlik med različno izbranimi prostorskimi omejitvami Rashbove




“) in število zgledov z netrivialnimi topološkimi fazami (vrstica
”
> 0“) med




0 s01 s12 s20 s03 s13 s23 s01,21,20
Ŝ10 2 4 4 2 2 2 2 4
Ŝ11 2 2 2 2 4 2 2 4
Ŝ20 0 0 0 0 0 2 2 0
Ŝ35 0 0 2 4 2 0 0 0
Ŝ40 2 2 2 2 2 2 2 2
Ŝ71 2 2 2 4 2 2 2 6
Ŝ75 2 2 2 6 4 2 6 4
Ŝ94 2 2 4 2 2 2 2 8
Ŝ112 0 0 2 2 2 2 0 0
Ŝ118 0 0 2 0 0 0 0 2
Ŝ122 0 0 2 4 2 0 4 2
Ŝ124 2 2 2 2 2 2 2 2
Ŝ161 2 2 6 2 4 2 2 4
Ŝ169 2 2 4 2 4 6 2 6
Ŝ177 0 2 0 0 0 0 4 0
Ŝ196 0 0 4 0 2 6 6 0∑
18 22 40 34 34 32 38 44
> 0 9 11 15 12 14 13 14 11
Tabela 9.2: Števila različnih področij netrivialnih topoloških faz v prostoru parametrov (φ3,ΦR)
za izbran set naključnih sipalnih matrik z netrivialnimi topološkimi fazami. Stolpec
”
0“ ustreza
primerom brez Rashbove interakcije, stolpci
”




“ je seštevek območij netrivialnih topoloških faz, vrstica
”
> 0“ pa je število
neničelnih vnosov v stolpcu, to so zgledi z netrivialnimi topološkimi fazami.
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Simetrije v prostoru parametrov
(z Rashbovo interakcijo)
Poskusimo razložiti simetrije v prej obravnavanih rezultatih Berryjevih ukrivljenosti in
Chernovih števil iz poglavij 8 in 9 (slike 8.3, 9.4, 9.6–9.8). Hamiltonov operator, ki ga
sestavljajo osrednje sipalno območje, opisano s H↑,↓ (enačba (9.2)), in superprevodni
kontakti, opisani s parametri t, u, ∆ in superprevodnimi fazami φi (i = 0, 1, 2, 3),
poseduje naslednje simetrije
τyσyH
∗(φi,ΦR)τyσy = −H(φi,ΦR) (simetrija delec-vrzel) (10.1)
σyH
∗(φi,ΦR)σy = H(−φi,ΦR) (simetrija na obrat časa) (10.2)
H∗(φi,ΦR) = H(−φi,−ΦR) (simetrija na konjugacijo), (10.3)
pri čemer računamo v bazi, vpeljani v poglavju 2.3, τy in σy pa sta Paulijevi matriki,
ki delujeta v Nambujevem in spinskem prostoru. S kombinacijami naštetih simetrij
lahko tvorimo še druge simetrije, tako dobimo s kombinacijo simetrij (10.1) in (10.2)
τyH(φi,ΦR)τy = −H(−φi,ΦR). (10.4)
Vzemimo simetriji (10.3) in (10.4), ki ne vsebujeta σy in se torej navezujeta le na
posamezen spinski sektor. Naj velja
H(φi,ΦR)ψ = Eψ, (10.5)
kjer je ψ rešitev lastnega problema H(φi,ΦR) z energijo E. Tedaj iz simetrije (10.3)
sledi
H(−φi,−ΦR)ψ∗ = Eψ∗, (10.6)
torej je ψ∗ rešitev pri (−φi,−ΦR). Podobno iz (10.4) sledi
H(−φi,ΦR)τyψ = −Eτyψ. (10.7)
Naj bo Berryjeva ukrivljenost j-tega pasu pri paru parametrov (φ3,ΦR) enaka












Bj(φ1, φ2;φ3,ΦR) dφ1 dφ2. (10.9)
57
Poglavje 10. Simetrije v prostoru parametrov (z Rashbovo interakcijo)
Prvič, ker je po relaciji (10.6) ψ∗ lastno stanje H(−φi,−ΦR), velja




















kar po integraciji po celotni Brillouinovi coni za vsak posamezen pas vodi do zveze
Cj(−φ3,−ΦR) = −Cj(φ3,ΦR). (10.11)
Drugič, relacija (10.7) povezuje valenčne (j = 0, 1) in prevodne (j = 2, 3) pasove, od
koder je preprosto preveriti veljavnost zvez






= Bj(φ1, φ2;φ3,ΦR) (10.12)
C3−j(−φ3,ΦR) = +Cj(φ3,ΦR). (10.13)
Dobljeni relaciji (10.11) in (10.13) združimo v
C3−j(φ3,ΦR) = −Cj(φ3,−ΦR). (10.14)
In še, iz pogoja
∑
j Cj = 0 (gl. enačbo (5.22)) in rezultatov (10.11) in (10.13) dobimo
C0(φ3,ΦR) + C1(φ3,ΦR) = C0(φ3,−ΦR) + C1(φ3,−ΦR) (10.15)
C0(φ3,ΦR) + C1(φ3,ΦR) = −C0(−φ3,ΦR)− C1(−φ3,ΦR). (10.16)
Vsota Chernovih števil valenčnih pasov C0 in C1 je torej soda funkcija parametra ΦR
in liha funkcija parametra φ3 (enako velja tudi za vsoto Chernovih števil prevodnih
pasov C2 in C3), s tem pa smo zaključili pojasnilo o opaženih simetrijah na slikah
8.3, 9.4 in 9.6.
Lihost vsote Chernovih števil valenčnih (prevodnih) pasov glede na φ3 implicira
C (φ3 = 0,ΦR) = 0. Postavitev faze φ3 na vrednost 0 efektivno predstavlja sistem
s tremi kontakti, saj imata tedaj kontakta 0 in 3 enaki fazi, s čimer potrdimo, da
sistema s tremi kontakti ni mogoče narediti topološko netrivialnega z neničelnim
Chernovim številom le z Rashbovo interakcijo.
Soda funkcijska odvisnost vsote Chernovih števil valenčnih (prevodnih) pasov
od Rashbove faze ΦR se kvalitativno razlikuje od rezultata iz reference [10], kjer je
med drugim obravnavan 5-terminalni Josephsonov stik, pri čemer dve superprevodni
fazi (φ1 in φ2) ustrezata kvazi Brillouinovi coni, dve (φ3 in φ4) pa kontrolnima
parametroma. V tem primeru so rezultati Chernovih števil v prostoru dveh kontrolnih
superpevodnih faz φ3 in φ4 simetrični na inverzijo, C(−φ3,−φ4) = −C(φ3, φ4), kar




V magistrskem delu je bila predstavljena kvantizacija prevodnosti v Josephsonovih
stikih in vpliv Rashbove interakcije na njene topološke lastnosti. S posplošitvijo
Altland-Zirnbauerjevih razredov na topološko klasifikacijo za sisteme z dodatno
simetrijo je bila določena topološka klasifikacija za sistem z 2D kvazi Brillouinovo
cono z eno kontrolno superprevodno fazo φ3 in Rashbovo fazo ΦR. Izračun tabele
6.2 je pokazal, da se topološka klasifikacija ob dodani Rashbovi interakciji ohrani,
torej je njej pripadajoča topološka invarianta Chernovo število Z.
Analize izbranih sistemov z Rashbovo interakcijo smo se najprej lotili z numeričnim
pristopom. Za vsak posamezen pas vezanih stanj Andrejeva smo z integracijo Berry-
jeve ukrivljenosti po kvazi Brillouinovi coni superprevodnih faz φ1 in φ2 izračunali
topološko invarianto, Chernovo število. Rezultati integracije so predstavljeni v pro-
storu parametrov φ3 in ΦR, kjer opazimo celoštevilska področja Chernovih števil.
Ugotovili smo, da so nastala področja z različnimi celoštevilskimi vrednostmi Cher-
novih števil posledica stika energijskih pasov vezanih stanj Andrejeva v Weylovih
točkah. Kvantizacija prevodnosti je poleg izračunanega Chernovega števila odvisna
tudi od zasedenosti energijskih pasov in je kvantizirana le v primeru popolne zase-
denosti valenčnih energijskih pasov, zato so izračunana in prikazana še prekrivanja
med sosednjimi energijskimi pasovi vezanih stanj Andrejeva. Netrivialna področja
kvantizirane prevodnosti torej pričakujemo na področjih z neničelnimi Chernovimi
števili ob pogoju, da je med valenčnimi in prevodnimi pasovi prisotna energijska
reža.
Z numerično metodo smo preverili pomen Rashbove interakcije za vzpostavitev to-
pološko netrivialnih stanj v sistemih, ki so v odsotnosti Rashbove interakcije trivialni.
Na vzorcu dvestotih naključnih sipalnih matrik je ocenjen delež takšnih sistemov
5–10 %, medtem ko je delež sistemov, ki ostanejo topološko trivialni, ocenjen na
75–80 %. Rashbovo interakcijo smo v sistem vključili med različnimi superprevodnimi
priključki, s čimer smo opazovali vpliv prostorske porazdelitve Rashbove interakcije
v osrednjem območju Josephsonovega stika. Iz manǰsega vzorca šestnajstih sipalnih
matrik z netrivialnimi topološkimi fazami smo zaključili, da ne obstaja signifikantna
povezava med prostorsko porazdelitvijo Rashbove interakcije in številom netrivialnih
topoloških faz s kvantizirano prevodnostjo.
Delo smo zaključili s teoretično obravnavo Josephsonovega stika z 2D kvazi
Brillouinovo cono, kontrolno superprevodno fazo in Rashbovo fazo, kjer smo razložili
opažene simetrije iz preǰsnjih poglavij, to sta simetrija Berryjeve ukrivljenosti v
2D kvazi Brillouinovi coni in simetrija Chernovih števil v prostoru parametrov.
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V primeru 2D kvazi Brillouinove cone z Rashbovo fazo, a v odsotnosti kontrolne
superprevodne faze (φ3 = 0), smo pokazali, da velja C = 0, kar je sledilo iz dokazane
lihosti Chernovih števil C(φ3,ΦR) = −C(−φ3,ΦR). Bralec se lahko prepriča, da je
v tem primeru rezultat topološke klasifikacije enak 0, kar je skladno z navedenim
dokazom.
Razširitev predstavljenega dela bi lahko zaobjela še analizo stika med valenčnima
oz. prevodnima pasovoma, saj se lahko preko zunanjih dveh pasov vezanih stanj
Andrejeva topološki naboj prenese v kontinuum propagirajočih stanj superprevodnika,
kar bi lahko v realnem poskusu kvalitativno spremenilo povezavo med Chernovim
številom in prevodnostjo. V ta namen bi bilo v teoretični obravnavi potrebno vpeljati
še formalizem Greenovih funkcij za izračun električnih tokov med priključki, kot je
bilo za primer brez Rashbove interakcije napravljeno v referenci [11], od koder bi se
lahko potem neposredno izračunalo prevodnosti, le-te pa bi se nato primerjalo z že
izračunanimi Chernovimi števili.
Umestitev predstavljenega raziskovalnega dela sega v novo in hitro razvijajoče
se področje fizike superprevodnih topoloških sistemov, ki bi lahko v prihodnosti
pripomoglo k razumevanju osnovnih zakonitosti Josephsonovih stikov z Rashbovo
interakcijo. Z razvojem tega področja smo morda na prelomu v razvoju topoloških




[1] M. Hasan, C. Kane, Topological Insulators. Rev. Mod. Phys. 82, 3045 (2010).
[2] X.-L. Qi, S.-C. Zhang, Topological insulators and superconductors. Rev. Mod.
Phys. 83, 1057 (2011).
[3] M. Sato, Y. Ando, Topological superconductors: a review. Rep. Prog. Phys. 80,
076501 (2017).
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